
初等数论习题课

张神星

摘要. 本文为 2016 年春中国科学院大学课程《初等数论》习题课
讲义, 课程所用教材为《华罗庚文集数论卷 II》的《数论导引》.

本文中所用记号:
• vp(x) 表示非零有理数 x 的素数 p 幂次;
• pe∥n 表示 pe | n 且 pe+1 - n;
• µ 表示 Mobiüs 函数;
• # 表示集合的大小;
• N,Z,Q,R,C,Fp 分别表示自然数集, 整数环, 有理数域, 实数
域, 复数域, p 元有限域.

第一章 整数之分解

1.1 由于
[α] 6 α < [α] + 1

=⇒ n[α] 6 nα < n[α] + n

=⇒ n[α] 6 [nα] < n[α] + n

=⇒ [α] 6 [nα]

n
< [α] + 1

=⇒ [α] 6
[
[nα]

n

]
< [α] + 1

故
[
[nα]
n

]
= [α].

1.2 设 k = [nα]− n[α], 则
k

n
6 α− [α] <

k + 1

n
, 0 6 k 6 n− 1,

于是

[α] +
k + i

n
6 α +

i

n
< [α] +

k + i+ 1

n
.

因此 [
α +

i

n

]
=

{
[α], 若 i < n− k;

[α] + 1, 若 i > n− k.
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2 张神星

故

[α] +

[
α +

1

n

]
+ · · ·+

[
α +

n− 1

n

]
= n[α] + k = [nα].

1.3 设 x = α− [α], y = β − [β], 则

([2α] + [2β])− ([α] + [α + β] + [β]) = [2x] + [2y]− [x+ y].

若 x > 1
2
或 y > 1

2
, 则 [2x] + [2y] > 1 > [x + y]; 若 x, y 均 < 1

2
, 则

x+ y < 1, [2x] + [2y]− [x+ y] = 0. 综上所述

[2α + 2β] > [α] + [α+ β] + [β].

4 补充 设 a > 1,m, n 为正整数, 证明 (am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

证明. 利用辗转相除法，我们有

m = nq0 + r0, 0 < r0 < n;

n = r0q1 + r1, 0 < r1 < r1;

· · ·
rk−2 = rk−1qk + rk, 0 < rk < rk−1;

rk−1 = rkqk+1,

则 rk = (m,n). 于是

am − 1 = ar0(an − 1)(an(q0−1) + · · ·+ 1) + ar0 − 1;

an − 1 = ar1(ar0 − 1)(ar0(q1−1) + · · ·+ 1) + ar1 − 1;

· · ·
ark−2 − 1 = ark(ark−1 − 1)(ark−1(qk−1) + · · ·+ 1) + ark − 1;

ark−1 − 1 = (ark − 1)(ark(qk+1−1) + · · ·+ 1),

因此 (am − 1, an − 1) = ark − 1 = a(m,n) − 1. �

另证. 我们对 m+ n 归纳.
若 m+ n = 2, 显然.
假设命题对于 m+n 6 k− 1 成立. 对于 m+n = k, 不妨设 m > n.

若 n = 0 或 m = n, 显然成立; 否则 0 < n < m,

am − 1 = am−n(an − 1) + am−n − 1,

因此 (am − 1, an − 1) = (am−n − 1, an − 1). 由归纳假设, 此为

a(m−n,n) − 1 = a(m,n) − 1. �
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6.2 以第一个等式为例. 令 ak = p
e1,k
1 · · · pes,ks , p1 < p2 < · · · <

ps, ei,k > 0. 则

vpi(a1 · · · an) =
n∑

k=1

ei,k

vpi(a1 · · · aj−1aj+1 · · · an) =
n∑

k=1

ei,k − ei,j

vpi(右边) =
n∑

k=1

ei,k − max
j

{
n∑

k=1

ei,k − ei,j} = min
j
{ei,j} = vpi(左边).

因此两边相等.

8.2 由于

n = bcx+ cay + abz = bc(x+ at+ as) + ca(y − bs) + ab(z − ct),

我们不妨设 0 6 y < b, 0 6 z < c, 于是

x =
n− cay − abz

bc
> n− ca(b− 1)− ab(c− 1)

bc
=
n− 2abc+ ac+ ab

bc
.

若 n > 2abc− ac− ab− bc, 则上式大于 −1, 因此必然 > 0. 也就是说,
任意大于 2abc− ab− bc− ca 的整数 n 均可由此表出.
若 n = 2abc− ab− bc− ca = bcx+ cay + abz, 则

bc(x+ 1) + ca(y + 1) + ab(z + 1) = 2abc.

若 x, y, z > 0, 则 x+ 1, y + 1, z + 1 > 1 且 a | x+ 1, b | y + 1, c | z + 1,
因此

x+ 1 > a, y + 1 > b, z + 1 > c,

bc(x+ 1) + ca(y + 1) + ab(z + 1) > 3abc,

这不可能!

8.3 设该方程的解数为 an, 则我们有

f(T ) =
1

(1− T )(1− T 2)(1− T 3)

=(1 + T + T 2 + · · · )(1 + T 2 + T 4 + · · · )(1 + T 3 + T 6 + · · · )

=
∑

x,y,z>0

T x+2y+3z =
∑
n

anT
n.
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通过待定系数, 我们有
f(T )

=
1

6(1− T )3
+

1

4(1− T )2
+

17

72(1− T )
+

1

8(1 + T )
+

1

9
(

1

1− ωT

+
1

1− ω̄T
)

=
∑
n

(
1

6

(n+ 1)(n+ 2)

2
+

1

4
(n+ 1) +

17

72
+

(−1)n

8
+

2

9
cos 2nπ

3
)T n

=
∑
n

(
(n+ 3)2

12
− 7

72
+

(−1)n

8
+

2

9
cos 2nπ

3
)T n.

9.2 设 n =
s∏

i=1

peii , 则

∏
d|n

d =

e1∏
x1=0

e2∏
x2=0

· · ·
es∏

xs=0

s∏
i=1

pxi
i

=
s∏

i=1

(

ei∏
xi=0

pxi
i )

τ(n)/(ei+1)

=
s∏

i=1

p
τ(n)ei/2
i = n2,

其中 τ(n) =
s∏

i=1

(ei + 1) 为 n 的正因子个数. 因此 τ(n) = 4,

s = 1, e1 = 3 或 s = 2, e1 = e2 = 1,

n 为一素数之立方或两不同素数之积.

另证. 由于 ∏
d|n

d =
∏
d|n

n

d
=

nτ(n)∏
d|n d

,

因此
∏
d|n
d = nτ(n)/2, τ(n) = 4. 其余与上文相同. �

9 补充 记 n 的因子个数为 τ(n).
(1) 证明 τ(n) 6 2

√
n.

(2) 证明 τ(n) 6
√
3n.

(3) 证明 τ(n) 6 8 3

√
3n
35

.

证明. (1) 由于 d | n 等价于 n
d
| n, 因此

τ(n) 6 2⌈
√
n⌉+ 1 6 2

√
n,

其中 ⌈x⌉ 为不小于 x 的最小的整数.
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(2) 对任意 λ > 0 和素数 p, 我们考虑 fp(v) =
pλv

v+1
的最小值, 其中 v

是自然数. 由于

fp(v) 6 fp(v − 1) ⇐⇒ pλv

v + 1
6 pλv−1

v
⇐⇒ v 6 1

√
p− 1

,

fp(v) 6 fp(v + 1) ⇐⇒ v + 1 > 1
√
p− 1

,

因此

min
v∈N

fp(v) = fp([
1

√
p− 1

]).

若 λ = 1
2
, 则

√
n

τ(n)
=

∏
p

√
pep

ep + 1
> f2(2)f3(1) =

2

3
×

√
3

2
=

1√
3
.

若 λ = 1
3
, 则

3
√
n

τ(n)
> f2(3)f3(2)f5(1)f7(1) =

1

2
×

3
√
32

3
×

3
√
5

2
×

3
√
5

2
=

1

8
3

√
35

3
.

�
10 补充 证明若正整数 m > n, 则 Fn | (Fm − 2) 且 (Fm, Fn) = 1. 由
此证明素数有无穷多个.
证明. 由于

Fm − 2 = 22
m − 1 = (22

n − 1)
m−1∏
k=n

22
k+1 − 1

22k − 1
= (Fn − 2)

m−1∏
k=n

Fk,

因此 Fn | (Fm − 2) 且 (Fm, Fn) = (2, Fn) = 1. 由此可知 Fn 两两互素,
它们含有不同的素因子, 因此素数有无穷多个. �
11.2

(
1000
500

)
的 5 的幂次为

v5(

(
1000

500

)
) =

∑
k>1

(

[
1000

5k

]
− 2

[
500

5k

]
)

=(200− 2× 100) + (40− 2× 20) + (8− 2× 4) + 1 = 1.

11 补充 1 设 m,n 为正整数, 证明 (2m+ 2n)!

(m+ n)!m!n!
为整数.

证明. 由习题 1.3 可知

[
2m+ 2n

pt
] > [

m+ n

pt
] + [

m

pt
] + [

n

pt
],

因此

vp

(
(2m+ 2n)!

(m+ n)!m!n!

)
> 0.

由于 p 是任意的, 因此原命题成立. �
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11 补充 2 设 a, b 为不同的正整数, n 为正整数. 如果 n | an − bn, 则
n | a

n − bn

a− b
.

证明. 设 pe∥n,即 n的 p的幂次为 e,则 ap
e−bpe | an−bn. 设 pf∥i > 1,

则 pe−f∥
(
pe

i

)
. 若 p - b, 则

ap
e − bp

e

=

pe∑
i=1

(
pe

i

)
(a− b)ibp

e−i

的 p 之方次数 > e− f + i > e+ 1, 即 pe | an−bn

a−b
.

若 p | b, 设 pf∥a− b, 则

ap
e − bp

e

=

pe∑
i=1

(
pe

i

)
(a− b)ibp

e−i

的 p之方次数 > fi+ pe − i > fi+ e+1− i > e+ f , 即 pe | an−bn

a−b
. �

12.1 凡 k 次 n 元之整值多项式必可表为∑
λ1+···+λn6k

αλ1,...,λn

(
x1
λ1

)
· · ·

(
xn
λn

)
,

式中 αλ1,...,λn 皆为整数, 且对任何整数 αλ1,...,λn , 此皆整值多项式.

证明. 1) 如此之多项式显然是整值多项式.
2) n = 1 时由定理 2 知成立. n > 2 时, 若命题对 n− 1 已成立, 由

于任一 k 次 n 元整值多项式 f(x1, . . . , xn) 可写成

f(x1, . . . , xn) =
k∑

i=0

αi(x2, . . . , xn)

(
x1
i

)
,

由归纳假设可得. �

12.3 设 k 为正整数, 如果 k = m+ 1
2
(m+ n− 1)(m+ n− 2), 则

1

2
(m+n−1)(m+n−2) 6 k−1 < m+n−1+

1

2
(m+n−1)(m+n−2),

整理可得

m+ n = e =

[√
2k − 7

4
+

1

2

]
+ 1,

1 6 m = k − 1

2
e(e− 1) < e,

即 k 可以唯一地写成题述形式.
另证: 将正整数按下图顺序排在第一象限, 则直线 x+ y = e 上最大

的数为 e(e− 1)/2,坐标 (m,n)处的数为 1
2
(m+n− 1)(m+n− 2)+m,

它们无重复无遗漏地取遍所有正整数.
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12.4 设 k 次多项式 f(x) 在 a, a+ 1, . . . , a+ k 处取整数值, 令 g(x) =

f(x+ a), 则 g(0), g(1), . . . , g(k) ∈ Z. 设 g(x) =
k∑

i=0

αi

(
x
i

)
, 则

αk = ∆kg |x=0=
k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
g(i) ∈ Z,

因此 g(x) 是整值多项式, f(x) 也是.

13 设 f(x) = x6 + x3 + 1, 则
f(x+ 1) = x6 + 6x5 + 15x4 + 21x3 + 18x2 + 9x+ 3.

令 p = 3, 由 Eisenstein 判别法可知 f 不可约.

13补充 1 设 a1, . . . , an为两两不同的整数,证明 (x−a1) · · · (x−an)−1
不可约.

证明. 假设 f(x) = (x−a1) · · · (x−an)−1可约,由于 f 首一,存在首一
的非常数整系数多项式 g(x), h(x), f(x) = g(x)h(x). 于是 g(ai) = ±1.
不妨设 g(a1) = · · · = g(at) = 1, g(at+1) = · · · = g(an) = −1, 则
deg g ≥ max{t, n − t}, 同理 degh ≥ max{t, n − t}. 因此 t = n − t =
deg g = degh,

g(x) = (x− a1) · · · (x− at) + 1, h(x) = (x− a1) · · · (x− at)− 1,

f(x) = g(x)h(x) = (x− a1)
2 · · · (x− at)

2 − 1,

矛盾! �

13 补充 2 设 f(x) = xn+ an−1x
n−1+ · · ·+ a0 ∈ Z[x], a0 ̸= 0. 证明: 如

果 |an−1| > 1 + |a0|+ · · ·+ |an−2|, 则 f(x) 不可约.

证明. f 的常数项模长大于等于 1, 因此存在根 x0, |x0| ≥ 1. 设

g(x) =
f(x)

x− x0
= xn−1 +

n−2∑
i=0

bix
i,
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则

a0 = −x0b0,
ai = −x0bi + bi−1, 1 6 i 6 n− 2,

an−1 = −x0 + bn−2,

于是

|bn−2|+ |x0| ≥ |bn−2 − x0| = |an−1|

> 1 +
n−2∑
i=0

|ai|

= 1 +
n−2∑
i=0

|x0bi − bi−1|

≥ 1 +
n−2∑
i=0

(|x0bi| − |bi−1|)

= (|x0| − 1)
n−2∑
i=0

|bi|+ |bn−2|+ 1

(|x0| − 1)(
n−2∑
i=0

|bi| − 1) < 0,

因此 |x0| > 1,
∑n−2

i=0 |bi| < 1.
设 g(x) = (x− y0)(x

n−2 +
∑n−3

i=0 cix
i), 则类似地, 我们有

1 >
n−2∑
i=0

|bi| ≥ (|y0| − 1)
n−3∑
i=0

|ci|+ |y0|,

(|y0| − 1)(
n−3∑
i=0

|ci|+ 1) < 0,

|y0| < 1. 因此 f 只有一个根模长大于 1, 其余模长均小于 1. 如果
f = gh 可约, 则 g, h 的常数项均非零, 均存在模长大于等于 1 的根,
矛盾! 因此 f 不可约.
实际上, 如果我们利用复变函数中儒歇定理, 可以知道在 S1 上

|f − an−1x
n−1| < |an−1x

n−1|, 从而 f 和 an−1x
n−1 在 S1 内部有相同多

的根, 即 n− 1 个. �

第二章 同余式

2 补充 (1) 设 n 是整数, 证明 n2 ≡ 0, 1 mod 4, n3 ≡ 0, 1 mod 9, n4 ≡
0, 1 mod 16.

(2) 设 a 是奇数, n 是正整数, 证明 a2
n ≡ 1 mod 2n+2.
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证明. (1) 若 n = 2k, 则 n2 = 4k2 ≡ 0 mod 4; 若 n = 2k + 1, 则
n2 = 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 mod 4.
若 n = 3k, 则 n3 = 27k3 ≡ 0 mod 9; 若 n = 3k ± 1, 则 n3 =

27k3 ± 27k2 + 9k ± 1 ≡ 1 mod 9.
若 n = 2k, 则 n4 = 16k4 ≡ 0 mod 16; 若 n = 4k ± 1, 则 n4 =

256k4 ± 256k3 + 96k2 ± 16k + 1 ≡ 1 mod 16.
(2) 由于

a2
n − 1 = (a+ 1)(a− 1)

n−1∏
i=2

(a2
i

+ 1),

而 a+ 1 和 a− 1 有一个为 4 的倍数, 因此 2n+2 | a2n − 1. �

3 补充 1 设 m,n 是正整数, (m,n) = 1. 证明:

mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 mod mn.

证明. 由于 mφ(n) ≡ 1 mod n, 因此 mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 mod m. 同理
mφ(n) + nφ(m) ≡ 1 mod n, 因此原命题成立. �

3 补充 2 设 p, q 为不同的奇素数, a 与 p, q 互素, 证明
aφ(pq)/2 ≡ 1 mod pq.

证明. 由于 p, q 为奇数, ap−1 ≡ 1 mod p, 因此 a(p−1)(q−1)/2 ≡ 1 mod p.
同理对 q 成立. �

5.1 设 m =
∏
pe, d =

∏
pf , f 6 e, 则

φ(d) =
∏

φ(pf ),∑
d|m

φ(d) =
∏ ∑

06f6e

φ(pf ) =
∏

(1 +
∑

16f6e

(pf − pf−1)) =
∏

pe = m.

5 补充 1 令

µ(n) =


1, n = 1;

(−1)k, n = p1 · · · pk, pi 两两不同;

0, n 有平方因子,

则

φ(n) =
∑
d|n

dµ(
n

d
), n =

∑
d|n

φ(d).

一般地, 若
f(n) =

∑
d|n

g(d),

则

g(n) =
∑
d|n

f(d)µ(
n

d
).
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5.2 由

φ(mn)

φ(m)φ(n)
=

mn
∏
p|mn

(1− 1
p
)

m
∏
p|m

(1− 1
p
)× n

∏
p|n
(1− 1

p
)

=
1∏

p|(m,n)

(1− 1
p
)
=

1∏
p|P

(1− 1
p
)
=

P

φ(P )

可得.

5 补充 2 (1) 当 n > 3 时, φ(n) 是偶数.
(2) 当 n > 2 时, 不超过 n 且与 n 互素的正整数之和是 1

2
nφ(n).

证明. (1)由于 (a, n) = (n− a, n) = 1且若 n为偶数时, (n
2
, n) ̸= 1, 因

此

φ(n) = 2#{1 6 a <
n

2
| (a, n) = 1}

为偶数.
或者: 若存在奇素数 p | n, 则 (p − 1) | φ(n) 为偶数. 若不然, 则

n = 2k, k ≥ 2, 因此 φ(n) = 2k−1 为偶数.
(2) 由于 (a, n) = (n− a, n) = 1, 因此∑
16a6n,(a,n)=1

a =
∑

16a6n,(a,n)=1

(n− a) =
1

2

∑
16a6n,(a,n)=1

n =
1

2
nφ(n). �

5 补充 3 (1) 设 f(n), g(n) 是积性函数, 证明

(f ∗ g)(n) =
∏
d|n

f(d)g(n/d)

也是积性函数.
(2) 证明所有不恒为 0 的积性函数关于 ∗ 构成交换群, 且 1−1 = µ,

这里 1 表示常值函数 1.

证明. (1) 若 d | m, e | n, (m,n) = 1, 则 (d, e) = 1, (m/d, n/e) = 1, 因
此

(f ∗ g)(mn) =
∏
d|mn

f(d)g(mn/d) =
∏

d|m,e|n

f(de)g(mn/de)

=
∏

d|m,e|n

f(d)f(e)g(m/d)g(n/e) =
∏
d|m

f(d)g(m/d)×
∏
e|n

f(e)g(n/e)

=(f ∗ g)(m)× (f ∗ g)(n).
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(2) 设 e(1) = 1, e(n) = 0, n > 2, 则易见 f ∗ g = g ∗ f, f ∗ e = e ∗ f .

((f ∗ g) ∗ h)(n) =
∏
d|n

(f ∗ g)(d)h(n/d)

=
∏
e|d|n

f(e)g(d/e)h(n/d) =
∏

e|n,d′|n/e

f(e)g(d′)h(n/d′e)

=
∏
e|n

f(e)(g ∗ h)(n/e) = (f ∗ (g ∗ h))(n).

由 f(1)f(n) = f(n) 知若 f 不恒为 0, 则 f(1) ̸= 0, 定义

g(1) = f(1)−1, g(n) = −f(1)−1
∑

d|n,d ̸=n

f(n/d)g(d),

则 g 为积性函数且 f ∗ g = e.
易知 (µ ∗ 1)(n) =

∏
d|n µ(d) = e(n). �

9 补充 设 G 是有限 Abel 群, 则∏
g∈G

g =
∏

a∈G,a2=1

a.

由此, 对正整数 m, 计算 ∏
16a6m,(a,m)=1

a mod m.

证明. 由于 g2 ̸= 1 当且仅当 g ̸= g−1, 这样的 g 可以两两配对成互为
逆的对, 于是命题可得.
令 G = (Z/mZ)×, 设 x2 ≡ 1 mod m.
若 m = 2k, 则 x = ±1,±1 + 2k−1.
若 m = pk, 则 x = ±1.
因此当 4 | m 且 m 有奇素因子, 或 m 有至少两个不同的奇素因子

时, 上式为 1.
当 m = pk, 2pk 且 k > 1, p 为素数时, 上式为 −1. �

第三章 二次剩余

2 设 p = 4n+ 3, q = 8n+ 7 为素数, 则

2p = 2
q−1
2 ≡

(
2

q

)
= 1 mod q,

因此 q | 2p − 1. 令 p 为相应的素数即可得到题目中的关于 Mersenne
素数的结论.
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6 补充 1 设 p 是素数, p ≡ 1 (mod 4). 证明

(1)
p−1∑

r=1,( r
p)=1

r = p(p−1)
4

;

(2)
p−1∑
r=1

r
(

r
p

)
= 0;

(3)
p−1
2∑

r=1

[
r2

p

]
= (p−1)(p−5)

24
.

证明. (1) 由于
(

p−r
p

)
=

(
−r
p

)
=

(
−1
p

)(
r
p

)
=

(
r
p

)
, 因此

p−1∑
r=1,( r

p)=1

r =
1

2

p−1∑
r=1,( r

p)=1

p =
p(p− 1)

4
.

(2) 我们有
p−1∑
r=1

r

(
r

p

)
= 2

p−1∑
r=1,( r

p)=1

r −
p−1∑
r=1

r = 0.

(3) 由于此时 r2 取遍 modp 的二次非剩余, 因此
p−1
2∑

r=1

[
r2

p

]
=

p−1
2∑

r=1

r2

p
−

p−1∑
r=1,( r

p)=1

r

p

=
1

6
× p− 1

2
× p+ 1

2
− p− 1

4

=
(p− 1)(p− 5)

24
. �

6 补充 2 设 p > 3 是素数, p ≡ 3 (mod 4). 证明

(1)
p−1∑

r=1,( r
p)=1

r ≡ 0 (mod p);

(2)
p−1∑
a=1

a
(

a
p

)
≡ 0 (mod p).

证明. (1) 由于 12, 22, . . . , (
p− 1

2
)2 取遍 modp 的所有二次剩余, 因此

p−1∑
r=1,( r

p)=1

r ≡
(p−1)/2∑
s=1

s2 =
p(p2 − 1)

24
≡ 0 (mod p).

(2) 我们有
p−1∑
r=1

r

(
r

p

)
= 2

p−1∑
r=1,( r

p)=1

r −
p−1∑
r=1

r ≡ (p− 1)p

2
≡ 0 (mod p). �
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6 补充 3 证明方程 x2 − y2 ≡ n mod p 在 modp 意义下的解的个数为
p− 1, 若 p - n; 为 2p− 1, 若 p | n.

证明. 若 p | n, 则所有解为
(s,±s), (−s,±s), (0, 0), s = 1, 2, . . . , p− 1,

共 2p− 1 个解. 若 p - n, 令 s = x+ y, 则 x− y ≡ ns−1 mod p, 所有解
为

(
s+ ns−1

2
,
s− ns−1

2
), s = 1, 2, . . . , p− 1,

共 p− 1 个解. �

6 补充 4 设 p 是奇素数, f(x) = ax2 + bx+ c 且 p - a. 记
D = b2 − 4ac.

证明
p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
=

−
(

a
p

)
, 如果 p - D,

(p− 1)
(

a
p

)
, 如果 p | D.

这里
(

0
p

)
= 0.

证明. 易知方程 x2 ≡ −D mod p 的解的个数为 1 +
(

−D
p

)
, 因此由上

一题结论知
p−1∑
y=0

(1 +

(
y2 −D

p

)
) =

{
p− 1, 如果 p - D,
2p− 1, 如果 p | D.

由于 4af(x) = (2ax+ b)2 −D, 因此

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
=

(
a

p

) p−1∑
x=0

(
x2 −D

p

)

=

−
(

a
p

)
, 如果 p - D,

(p− 1)
(

a
p

)
, 如果 p | D.

�

6 补充 5 方程 x2 − ay2 ≡ n mod p 在 modp 意义下的解的个数为多
少?

解. 方程 x2 − ay2 ≡ n mod p 的解的个数为
p−1∑
y=0

(1 +

(
ay2 + n

p

)
) = p+

(
a

p

) p−1∑
y=0

(
y2 + na−1

p

)

=

p−
(

a
p

)
, 如果 p - D,

p+ (p− 1)
(

a
p

)
, 如果 p | D.

�
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6 补充 6 试问方程
a1x

2
1 + · · ·+ akx

2
k = c

在 Fp 上有多少个解? 这里 ai ̸= 0.

6 补充 7 若非零整数 a 对所有素数都不是二次非剩余, 则 a 是平方
数.

证明. 不妨设 a 无平方因子. 由于(
−1

3

)
= −1,

(
±2

5

)
= −1,

故 a ̸= −1,±2. 若 a 存在奇素因子 p. 设 a = ±2εpn, 由中国剩余定理
知存在 m ≡ 1 mod 8n且 m是模 p的二次剩余. 由狄利克雷定理知存
在素数 q ≡ m mod 8pn, 于是(

a

q

)
=

(
pn

q

)
=

(
q

pn

)
=

(
m

pn

)
=

(
m

p

)
= −1,

矛盾! 因此 a = 1. �

8 补充 1 设 p 是奇素数. 证明: 模 p 的任意两个原根之积不是模 p 的
原根.

证明. 设 a, b 是模 p 的原根, 则 b = ae 且 (e, p − 1) = 1. 因此 e 为奇
数, e+ 1 为偶数,

(ab)
p−1
2 = (a

e+1
2 )p−1 ≡ 1 mod p,

故 ab 不是原根. �

8 补充 2 设 p 与 q = 2p+ 1 都是素数. 证明
(1) 当 p ≡ 1 (mod 4) 时, 2 是模 q 的原根;
(2) 当 p ≡ 3 (mod 4) 时, −2 是模 p 的原根.

证明. (1) 由于 q ≡ 3 mod 8,

22 = 4 ̸≡ 1, 2p = 2
q−1
2 ≡

(
2

q

)
= −1 mod q,

而 2 的阶整除 φ(q) = 2p, 因此 2 的阶为 2p = q − 1, 即 2 是模 q 的原
根.

(2) 由于 q ≡ 7 mod 8,

(−2)2 = 4 ̸≡ 1, (−2)p = (−2)
q−1
2 ≡

(
−2

q

)
= −1 mod q,

而 −2 的阶整除 φ(q) = 2p, 因此 −2 的阶为 2p = q − 1, 即 −2 是模 q
的原根. �
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8 补充 3 设 n, a 都是正整数且 a > 1. 证明 n | φ(an − 1).
证明. 设 d 为 a 模 an − 1 的阶, 则由

an ≡ 1 mod (an − 1)

可知 d 6 n. 另一方面, 若 d < n, 则 ad − 1 < an − 1, ad ̸≡ 1
mod (an − 1), 因此 d > n. 故 d = n. 再由欧拉定理知

n = d | φ(an − 1). �
9 由题设知 n 是奇数. 令 d 为 2 模 n 的阶, 则 d - k, d | n − 1 = kp2,
因此 p | d. 而 d | φ(n), 因此 p | φ(n), 于是由欧拉函数的公式可知, 存
在素数 q | n 且 q ≡ 1 mod p.
若 n 不是素数, 则存在正整数 u, v 使得

n = kp2 + 1 = (up+ 1)(vp+ 1) = uvp2 + (u+ v)p+ 1,

于是 p | u+ v, u+ v > p. 因此 uv = (u− 1)(v− 1)+u+ v− 1 > p− 1,
k = uv + (u+ v)/p > p− 1 + 1 = p,

矛盾! 因此 n 是素数.

第四章 多项式之性质

4.1 R = Z[x1, . . . , xn] 的理想为均为有限生成的.
证明. 假设命题对于 n < k 成立. 对于 n = k, 我们令 deg 表示 R 中
多项式关于 xk 的次数. 设 I ⊆ R 是非零理想. 记 I 中多项式关于 xk
的首项系数形成的集合为 J , 则 J 是 Z[x1, . . . , xk−1] 的理想. 由归纳
假设, J 是有限生成的, 不妨设由 a1, . . . , am 生成. 设对应 I 中的多项
式为

fi = aix
di
k + · · · .

不妨设 d = d1 > d2 > · · · > dm. 我们断言任一 f ∈ I 可表为

f =
m∑
i=1

qifi + r,

其中 deg r < d. 若 deg f < d, 则已经成立. 若不然, f 关于 xk 的首项
系数可表为

m∑
i=1

ciai, ci ∈ Z[x1, . . . , xk−1],

令

r := f −
m∑
i=1

xdeg f−di
k cifi,

则 deg r < deg f . 依此法进行下去, 即可得到该结论.
记 I 中次数小于 d 的元素的首项系数行成的集合为 J ′, 则 J ′ 也是

有限生成的理想, 记其生成元对应的 I 中多项式为 g1, . . ., 其 xk 最高
次数为 d′ < d. 则类似地, I 中任一次数小于 d 的多项式均可表为

r′ + q′1g1 + · · ·
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且 deg r′ < d′. 按此法进行下去, d, d′, . . . 会越来越小, 直至为 0. 因此
I 被这些 fi, gj, . . . 生成, 故为有限生成.
又因为 n = 0 命题显然成立, 因此由归纳法知原命题成立. �

4.2 设 R 为所有 Q[x] 中整值多项式形成的环. 令 I 为所有
(
x
k

)
, k > 1

形成的理想. 如果 I 是有限生成的, 不妨设 I 由

f1, . . . , fm

生成, 且它们的次数为 d = d1 > d2 > · · · dm. 则 I 可由(
x

1

)
,

(
x

2

)
, . . . ,

(
x

d

)
生成. 对于素数 p > d,(

x

p

)
=

d∑
i=1

(
x

i

)
gi(x), gi ∈ R.

令 x = p, 则

1 =
d∑

i=1

(
p

i

)
gi(p),

由于 1 6 i 6 d < p, 因此右式是 p 的倍数, 这不可能! 因此 I 不是有
限生成的.

4 补充 1 对于 n ∈ Z, 证明 xn + x−n 是 x+ x−1 的整系数多项式.

证明. 我们只需对 n ∈ N 证明. n = 0, 1 显然. 若命题对于 n 6 k 均成
立, 则

xk+1 + x−k−1 = (x+ x−1)(xk + x−k)− (xk−1 + x−k+1)

也是 x+ x−1 的整系数多项式. 由归纳法知对任意 n ∈ N, xn + x−n 是
x+ x−1 的整系数多项式. �

4 补充 2 设 x1, x2, x3 是整系数三次方程 x3 + ax2 + bx+ c = 0 的根.
记 an = xn1 + xn2 + xn3 . 证明对 n ∈ N, an 是整数.

证明. n = 0, 1, 2 时, a0 = 3, a1 = −a, a2 = a2 − 2b 是整数. 若命题对
n 6 k 6 2 成立, 则

xk+1
i + axki + bxk−1

i + cxk−2
i = 0, k > 2,

于是 ak+1 = −aak − bak−1 − cak−2 是整数. 由归纳法知对任意 n ∈ N,
an 是整数. �
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4 补充 3 设 f(x) ∈ Q[x] 是一个 n 次多项式, 满足
f(k) = 2k (k = 1, 2, · · · , n+ 1).

求 f(n+ 2).

解. 由 Lagrange 插值公式知

f(x) =
n+1∑
k=1

f(k)
n+1∏

i=1,i ̸=k

x− i

k − i
,

于是

f(n+ 2) =
n+1∑
k=1

2k
n+1∏

i=1,i̸=k

n+ 2− i

k − i

=
n+1∑
k=1

2k(−1)n+1−k (n+ 1)!

(k − 1)!(n+ 2− k)!

=
n∑

k=0

2k+1(−1)n−k

(
n+ 1

k

)

= 2n+2 − 2
n+1∑
k=0

2k(−1)n+1−k

(
n+ 1

k

)
= 2n+2 − 2× (2− 1)n+1 = 2n+2 − 2. �

4 补充 4 设 f(x) ∈ Fp[x], deg f = p− 2. 若对所有 α ∈ Fp (α ̸= 0) 有
f(α) = α−1, 试确定 f(x).

证明. 由题设知 1, 2, . . . , p − 1 是 xf − 1 的根, 而 xf − 1 是 p − 1 次
多项式, 因此

xf − 1 = a

p−1∏
α=1

(x− α) = a(xp−1 − 1),

而 xf − 1 常数项为 −1, 因此 a = 1, f(x) = xp−2. �

5 补充 (1) 求有理系数多项式 α(x) 和 β(x), 使得
x3α(x) + (1− x)2β(x) = 1.

(2) 求有理系数多项式 α(x) 和 β(x), 使得
xmα(x) + (1− x)nβ(x) = 1,

其中 m,n 为正整数.

证明. 利用辗转相除法,
x3 = (x+ 2)(1− x)2 + 3x− 2,

(1− x)2 = (3x− 4)(3x− 2)/9 + 1/9,
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于是

1 = 9(1− x)2 − (3x− 4)(3x− 2)

= 9(1− x)2 − (3x− 4)(x3 − (x+ 2)(1− x)2)

= (4− 3x)x3 + (3x2 + 2x+ 1)(1− x)2.

因此取 α(x) = 4− 3x, β(x) = 3x2 + 2x+ 1 即可.
(2) 由

(1− xm)n = (1− x)n(
xm − 1

x− 1
)n = 1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)kxkm

知可取

α(x) =
n−1∑
k=0

(
n

k + 1

)
(−1)kxkm, β(x) = (

xm − 1

x− 1
)n. �

6补充 1 设 f(x) ∈ R[x]是实系数多项式, a ∈ R. 假设 f (n)(a) ̸= 0,∀n,
试决定 a 在下述多项式的零点重数:

(1) f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− f ′′(a)
2

(x− a)2;
(2) f(x)− f(a)− x−a

2
(f ′(x) + f ′(a)).

6 补充 2 设 n > 2. 证明 1 是多项式 x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1 的 3 重
零点.

6 补充 3 证明多项式 f(x) =
n∑

k=0

xk

k!
无重根.

9 补充 证明
fn(x) =

1

n

∑
d|n

µ(d)xn/d

为整值多项式, 其中 µ 是 Mobiüs 函数.

证明. 设 gn(x) = nfn(x) ∈ Z[x]. 当 n = 1 时, f1(x) = x 显然成立. 假
设 f1, . . . , fn−1 均是整值多项式. 设 n = pαn′, p - n′, 则

gn(x) =
∑
d|n

µ(d)xn/d

=
∑
d|n′

µ(d)xp
αn′/d +

∑
d′|n′

µ(d′p)xp
α−1n′/d′

= gn′(xp
α

)− gn′(xp
α−1

).

而 x ∈ Z 时,

pα | xpα − xp
α−1 | gn′(xp

α

)− gn′(xp
α−1

),

因此 pα | gn(x). 又由归纳假设 n′ | gn′(x), 因此 n | gn(x). �
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8 补充 设 R 是含幺交换环. 试定义 Euler 函数并陈述 Euler 定理,
Wilson 定理, 二次剩余.

解. 设 I ⊆ R 为一理想. 定义

φ(I) = |(R/I)×| ∈ N ∪ {∞}.

当 φ(I) 有限时, 若 a ∈ R 在 R/I 中的像 ā 可逆, 则

aφ(I) ≡ 1 mod I.

当 I 为极大理想且 φ(I) 有限时, R/I 为有限域, 于是∏
0̸=x∈R/I

x = −1.

此时若 φ(I) 为偶数, 则 (R/I)× 为 φ(I) 阶循环群, 不妨设 a 为一
生成元 (原根), 则 (R/I)× 中的平方元一定具有形式 a2k, 这意味着
aφ(I)/2 = 1; (R/I)× 中的非平方元一定具有形式 a2k+1, 这意味着
aφ(I)/2 = −1. �

令 R = Z[x], I = (p, α(x)), 其中 p 为素数, ᾱ = α mod p 为 Fp[x]
中 n 次多项式. 则

R/I ∼= Fp[x]/(ᾱ) ∼=
∏
i

Fpni

为整环, 其中 ni 为 ᾱ 的各个不可约多项式因子 βi 的次数. 故

φ(I) =
∏
i

(pni − 1),

此即群 (R/I)× 的阶, 由此可得重模的 Euler 定理:
设 f(x) ∈ Z[x] 满足 f̄ 与 ᾱ 在 Fp[x] 中互素, 则

f(x)φ((p,α)) ≡ 1 mod α.

8 设 ψ(x)及 φ(x)都是 mod p不可约多项式. 证明重模 (p, φ(x))方
程 ψ(X) ≡ 0 有解当且仅当 degψ | degφ, 且此时 ψ(x) 可分解为一次
因子之积.

证明. 我们固定 Z[x]/(p, φ(x)) ∼= Fpn . 由于 ψ(x) 在 Fp 上不可约, 由
有限域基本理论知其在 Fpn 上可解当且仅当 m = degψ | n, 且此时所
有根均落在 Fpm 上. �

10 补充 若 f(x) 对重模 (p, φ(x) 的次数为 ℓ, 则 ℓ | pn − 1, 其中 n 为
φ(x) 的次数.

证明. 由有限循环群的结构可知. �
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第五章 素数分布之概况

4.1 若不然,设 p1, . . . , pm为所有 6n−1型素数. 令 N = 6p1 · · · pm−1,
则 2, 3, pi 均不整除 N , 因此 N 只含有 6n+ 1 型素数. 但是 6n+ 1 型
素数乘积一定为 6n + 1 型, 这与 N 是 6n− 1 型矛盾! 因此有无穷多
6n− 1 型素数.

4.2 若不然,设 p1, . . . , pm为所有 4n−1型素数. 令 N = 4p1 · · · pm−1,
则 2, pi 均不整除 N , 因此 N 只含有 4n + 1 型素数. 但是 4n + 1 型
素数乘积一定为 4n + 1 型, 这与 N 是 4n− 1 型矛盾! 因此有无穷多
4n− 1 型素数.

4.3 由
π2

6
=

∞∑
n=1

1

n2

=
∏
p

(1 + p−2 + p−4 + · · · )

=
∏
p

(1− p−2)−2

=
∏
p

p2

p2 − 1

可得.
remark 此即 Riemann ζ 函数在 2 处的取值, 一般地

ζ(2n) =
(−1)n+1B2n(2π)

2n

2(2n)!
, n > 1,

这里 Bn 是 Bernoulli 数, 即
t

et − 1
=

∞∑
m=0

Bm
tm

m!
.

remark

7 令 x =
√
2n > 0, 原式等价于

2x
2/3 < x2(x+1)

1

6
x2 ln 2 < (x+ 1) lnx.

令 f(x) = (x+ 1) lnx− 1
6
x2 ln 2, 则

f ′(x) = lnx+ x+ 1

x
− ln 2

3
x,

f ′′(x) =
1

x
− 1

x2
− ln 2

3
,

f ′′′(x) = − 1

x2
+

2

x3
.
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由于 x < 2 时 f ′′′(x) > 0; x > 2 时 f ′′′(x) < 0, 因此 f ′′(x) 在 (0, 2) 上
单调增, 在 (2� +∞) 上单调减.
由

f ′′(1) = − ln 2

3
< 0, f ′′(2) =

1

4
− ln 2

3
> 0, f ′′(3) =

2

9
− ln 2

3
< 0

知 f ′′(x)在 (0,+∞)上恰有两个零点 1 < x1 < 2 < x2 < 3. 因此 f ′(x)
在 (0, x1) 和 (x2,+∞) 上单调减; 在 (x1, x2) 上单调增.
由于 0 < x < 3 时

f ′(x) > 4

3
− ln 2 > 0,

因此 f ′(x) 恰有一个零点 x3 > 3. 故 f(x) 在 (0, x3) 上单调增, 在
(x3,+∞) 上单调减.
由于

f(
√
2) =

3
√
2 + 1

6
ln 2 > 0,

f(
√
2× 467) ≈ 0.032 > 0, f(

√
2× 468) ≈ −0.054 < 0,

因此当且仅当 1 6 n 6 467 时, f(
√
2n) > 0.

8.1 分别将 ξ 和 ξ + 1 代入并相减得

(ξ + 1)λ =
(ξ + 1)λ+1 − ξλ+1

λ+ 1
+ c((ξ + 1)λ − ξλ) +O(ξλ−2),

化简可得 c = 1/2.

8.2 由 ∫
log log x dx = x log log x− lix

知 ∑
3636ξ

log logn =

∫ ξ

3

log log x dx+O(log log ξ)

=ξ log log ξ − li ξ +O(log log ξ) = ξ log log ξ +O(
ξ

log ξ ).

8.1’ 令 f(x) = logx
x

, 则

f ′(x) =
1− logx

x2
,

因此 x > 3 时 f ′(x) < 0, f(x) 单调减且趋于 0. 由定理 2 知

lim
N→∞

(
N∑

n=3

f(n)−
∫ N

3

f(x) dx) = α

存在, 且

|
∑

36n6ξ

f(n)−
∫ ξ

3

f(x) dx− α| 6 f(ξ − 1) = O(f(ξ)),
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即 ∑
36n6ξ

f(n) =

∫ ξ

3

f(x) dx+ α +O(f(ξ)).

由
∫
f(x) dx = 1

2
log2 x 知∑

16n6ξ

logn
n

=
1

2
log2 ξ − 1

2
log2 3 +

log 2
2

+ α +O(
log ξ
ξ

).

8.2’ 令 f(x) = 1
x logx

, 则

f ′(x) = − 1 + logx
(x logx)2 ,

因此 x > 2 时 f ′(x) < 0, f(x) 单调减且趋于 0. 由定理 2 知

lim
N→∞

(
N∑

n=2

f(n)−
∫ N

2

f(x) dx) = α

存在, 且

|
∑

26n6ξ

f(n)−
∫ ξ

2

f(x) dx− α| 6 f(ξ − 1) = O(f(ξ)),

即 ∑
26n6ξ

f(n) =

∫ ξ

2

f(x) dx+ α +O(f(ξ)).

由
∫
f(x) dx = log log x 知∑

26n6ξ

1

n logn = log log ξ − log log 2 + α +O(
1

ξ log ξ ).

9.1 由 Qebywev 定理知

1

8
6 n log pn

pn
6 12,

因此
pn

n logn >
pn

n log pn
> c1 =

1

12
.

由于 log pn < 2
√
pn,

1

8
6 n log pn

pn
<

2n
√
pn
,

logn > 1

2
log pn − log 16,

n logn
pn

>
1

2

n log pn
pn

− n log 16
pn

> 1

16
− 12 log 16

log pn
.

设素数 pk > 16192, 则 n > k 时上式 > log(pk/16192)
16 log pk

> 0.
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令

c0 = min{2 log 2
p2

, . . . ,
(k − 1) log(k − 1)

pk−1

,
log(pk/16192)

16 log pk
},

c2 = 2/c0, 则
c1n logn < pn < c2n logn.

9.2 设 n =
k∏

i=1

qeii , 令

f(n) =
φ(n) log logn

n
= log(

∑
ei log qi)

∏
(1− 1

qi
).

设 k > 2, 则 n > 3. 记 pi 为第 i 个素数, 则

f(n) > log(
∑

log pi)
∏

(1− 1

pi
).

由 Stirling 公式, 存在 c0 > 0 使得 n! > c0(n/e)
n, 于是

p1 · · · pk > k! > c0(k/e)
k,

f(n) > log(k log(k/e) + log c0)
∏

(1− 1

pi
).

当 n 充分大时, 存在 c1 > 0 使得 f(n) > c1 log k/ log pk > c > 0.
k = 1 时易得 f(n) > min{f(3), f(4)}.

9.3 由 ∑
p

1

p(log log p)h

和 ∑
n>1

1

n logn(log logn)h

相互控制可得, 而它的敛散性和∫ +∞

a

dx
x logx(log log x)h =

∫ +∞

log log a

dt
th

相同.

11.1 设 c ∈ Z 满足 |f(c)| > 2, 设
g(x) = f(x+ c) = anx

n + · · ·+ a1x+ f(c),

则

g(mf(c)) = (
n∑

i=1

aim
if(c)i−1 + 1)f(c),

当 m 充分大时 f(mf(c) + c) = g(mf(c)) 是合数.
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11.2 设
f(n) = c1(n) + c2(n)2

n + · · ·+ cm(n)m
n.

若不然, 存在 f(a) = p > m. 由

f(a+ p(p− 1)t) ≡ f(a) mod p

知 p | f(a+ p(p− 1)t). 由 n→ ∞ 时 f(n) → ∞ 可知存在无穷多 t 使
得 f(a+ p(p− 1)t) 是复合数.

12 若素数 p | x2 + y2, xy ̸= 0, 则 −1 ≡ (x/y)2 mod p, 因此
(

−1
p

)
=

1, p ≡ 1 mod 4.
若只有有限个 8n+ 5 型素数, 设为 p1, . . . , pk, 令

q = (p1 · · · pk)2 + 22,

则 pi - q, 因此 q 只含 8n + 1 型素因子, 从而 q ≡ 1 mod 8, 这与
q ≡ 5 mod 8 矛盾.

第六章 数论函数

4.1 由第二章 5 补充 3 知

g ∗ f1 = (f ∗ E0) ∗ f1 = f ∗ (f1 ∗ E0) = f ∗ g1.

4.2 由于
g(e)g1(e) =

∑
d,d1|e

f(d)f1(d1),

因此 gg1 的 Möbius 变换为

h(n) =
∑

d,d1|e|n

f(d)f1(d1)µ(
n

e
)

=
∑
d,d1|n

f(d)f1(d1)
∑

f | n
[d,d1]

µ(
n

f [d, d1]
)

=
∑

[d,d1]=n

f(d)f1(d1)

4.3 由
(E0 ∗ E0)(n) =

∑
d|n

E0(d)E0(
n

d
) = d(n)

立得.
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5.1 我们有 ∑
16n6ξ

d(n)

n
=

∑
16n6ξ

∑
u|n

1

n
=

∑
16uv6ξ

1

uv
.

该区域可分为 (0,
√
ξ]2 和其余两块, 于是∑

16uv6ξ

(uv)−1

=(
∑

16u6
√
ξ

u−1)2 + 2
∑

16u6
√
ξ

u−1
∑

√
ξ<v6ξ/u

v−1

=− (
∑

16u6
√
ξ

u−1)2 + 2
∑

16u6
√
ξ

u−1
∑

16v6ξ/u

v−1

=
∑

16u6
√
ξ

u−1(2
∑

16v6ξ/u

v−1 −
∑

16v6
√
ξ

v−1)

=
∑

16u6
√
ξ

u−1(2 log ξ − 2 logu+ 2γ − 1

2
log ξ − γ +O(ξ−

1
2 ))

=− 2
∑

16u6
√
ξ

logu
u

+ (log
√
ξ + γ +O(ξ−

1
2 ))(

3

2
log ξ + γ +O(ξ−

1
2 ))

=− 2(
1

2
log2

√
ξ + c1 +O(ξ−

1
2 log ξ)) + 3

4
log2 ξ + 2γ log ξ +O(ξ−

1
2 log ξ)

=
1

2
log2 ξ + 2γ log ξ + c+O(ξ−

1
2 log ξ).

5.2 由
σ(n) =

∏ pe+1 − 1

p− 1
=

∏
O(pe(1+ε)) = n1+ε

可得.

5.3 令

bv =
∑

16u6ξ/v

u =
ξ2

2v2
+ (1− 2λv)

ξ

v
+ λv(λv − 1),

其中 λv =
ξ
v
− [ ξ

v
], 则∑

16n6ξ

σ(n) =
∑

16n6ξ

∑
u|n

u =
∑

16uv6ξ

u =
∑

16u6ξ

u[
ξ

u
]

=
∑
16v6ξ

v(bv − bv+1) =
∑

16k6ξ

bk − [ξ]b[ξ]

=
ξ2

2

∑
16k6ξ

1

v2
+O(ξ log ξ) = ξ2π2

12
+O(ξ log ξ).

9.1 设椭圆的长轴和短轴长为 2a, 2b, 则由定理 2 及 A = πab, l 6
2π(a+ b) 得 N = πab+O(a+ b).
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9.2 该数为∑
w26x

(π(x− w2) +O(
√
x− w2))

=πx(2[
√
x] + 1)− π

[
√
x]([

√
x] + 1)(2[

√
x] + 1)

3
+O(x)

=
4

3
πx3/2 +O(x).

9.3 假设 n 维球 x21 + · · ·+ x2n 6 x 内整点个数为

fn = cnx
n
2 +O(x

n−1
2 ),

则

fn+1 =
∑
w26x

(cn(x− w2)
n
2 +O((x− w2)

n−1
2 ))

=2cndnx
n+1
2 +O(x

n
2 ),

其中

dn = 1−
(
n/2

1

)
1

3
+

(
n/2

2

)
1

5
−
(
n/2

3

)
1

7
+ · · ·

=

∫ 1

0

(1− x2)n/2 dx =

√
πΓ(n+2

2
)

2Γ(n+3
2
)
,

因此由数学归纳法

cn = π

k−1∏
k=2

√
πΓ(k+2

2
)

Γ(k+3
2
)

=
π

n
2

Γ(n
2
+ 1)

,

fn =
(πx)

n
2

Γ(n
2
+ 1)

+O(x
n−1
2 ).

注 6.1. 由此可知半径为 r 的 n 维球的体积为 πn/2rn

Γ(n
2
+1)

.

9.4 我们有 ∑
16n6x

r2(x) = 16
∑
16n6x
d1,d2|n

χ(d1d2)

= 16
∑

16d1,d26x

χ(d1d2)[
x

[d1, d2]
]

= 16
∑

16s6x

∑
16u,v6x/s
(u,v)=1

χ(s2uv)[
x

suv
]

= 16
∑

16s6x

χ(s2)
∑

16t6x/s

χ(t)[
x

st
]d(t)

= 16
∑

16s6x

χ(s2)f(x/s)
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其中

f(x) =
∑
16t6x

χ(t)[
x

t
]d(t)

= x
∏

16p6x

(1− χ(p)p−1)−2 +O(logx)

= x(
∏
n>1

χ(n)

n
)2 +O(logx)

=
π2x

16
+O(logx),

因此 ∑
16n6x

r2(x) = 16
∑

16s6x

χ(s2)f(x/s)

= π2x
∑

16t6x+1
2

1

2t− 1
+O(logx)

= π2x(logx− 1

2
logx) +O(x)

=
π2x logx

2
+O(x).

9.5 令
s(x) =

∑
16n6x

r(n),

则要求的数为 ∑
16d6√

x

s(x/d2)µ(d)

=
∑

16d6√
x

(
πx

d2
+O(

√
x

d
))µ(d)

=πx(
∏

16p6√
x

(1− p−2)) +O(
√
x

∏
16p6√

x

(1− p−1))

=
6

π
x+O(

√
x logx).
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